
آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت Mathematical 

FoundationsFoundations
Linear algebra is the natural mathematical language of quantum mechanics

Hilbert spaces for vectors and operators

The Dirac notation

A H iti ( lf dj i t) t d b i t ithi Hilb tA Hermitian (self‐adjoint) operator produces a basis set within a Hilbert space

Observables such as energy or momentum
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1
Vector and Hilbert Spaces

دانشگاه آزاد 
مرودشت In Q.M.:

Act of observing represented by operatorsAct of observing represented by operators

Particle or system represented by vectorsParticle or system represented by vectors

Exam: ψ ( wave funtion) or |ψ> (Ket) represents particle moving along       axis unlike 
b h

z
Movement P . Let P be an operator that  measures momentum 

Exam: Alternate statement  (Average momentum)

توسط يك عملگر هرميتي نمايش داده مي شود)  Observable(مشاهده پذير )   Quantities(كميت 
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت Basic problem in QM. is

Wave functions live in Hilbert space 
Hilbert space = vector space + Inner productHilbert space = vector space + Inner product

There exists basis vectors

Usually basis set    chosen to be eigen vectors 
of observable like
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دانشگاه آزاد 
مرودشت Other type of operator : unitary 

converts one basis Set into another
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت

+ Operators Also form a vector 
space (and Hilbert Space)space (and Hilbert Space)
Operators or Wae functions can p

carry the dynamics of system
R i S h di·Representations   Schrodinger 

,Heisenberg ,Interaction,Heisenberg ,Interaction
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Optoelectronic 1
Definition of Vector Space

دانشگاه آزاد 
مرودشت

vector space consists 

set F(real or complex )with operator +   f, f1 , f2 in F
p

Scalar multiplication (SM) over the field of numbers N
α, β, γ in N
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت Example:

If F represents the set of real functions but the number field consists 
of complex numbers 

Objects such as c1 f(x) (where c1 is complex) cannot be in the original vector
space because the function g(x)=c1f(x) has complex values.

cannot be ector space

closure cannot be 
satisfied

cannot be vector space

Inner Product, Norm, and Metric

An inner product in a (real or complex) vector space F is a scalar valued function thatAn inner product            in a (real or complex) vector space F is a scalar valued function that
maps  (where C is the set of complex numbers) with the properties
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت The norm or ‘‘length’’ of a vector f is defined to be

A metric d( f, g) is a relation between two elements f and g of a set F such that( , g) g

The metric measures the distance between two elements of the space

By: Dr. Jabbari
10



آزاد دانشگا
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دانشگاه آزاد 
مرودشت

  R2در فضای اقليدسی 

inner product for functions

By: Dr. Jabbari
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت Example: Find the length of f(x)=x for x ε[1, 1]

Kets, Bras, and Brackets for Euclidean Space
3D euclidean vector3D euclidean vector: 

Example:Example:
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Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت We define a ‘‘bra’’ < | to be a projection operator

Combination of projection operators and vectors as

‘‘bra’’ + ‘‘ket’’ gives the ‘‘braket’’ inner productbra  + ket  gives the  braket inner product 

b li d d bj
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1
Basis, Completeness, and Closure for Euclidean Space

دانشگاه آزاد 
مرودشت basis set must be orthonormal and complete

Kronecker delta function

A linear combination of ‘‘N’’ orthonormal vectors B ¼ fj1i, j2i, . . . , jNig has the form

can be complex numbers

By: Dr. Jabbari
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت closure (i.e., completeness) relation
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The Euclidean Dual Vector Space

دانشگاه آزاد 
مرودشت Bra projects an arbitrary  vector onto the vector

maps a vector space V into the complex numberslinear operator

Euclidean vector ,the corresponding bra is the operator

‘‘dual vector space V+
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت The adjoint reverses the order of operators

Exam: Assume

norm

unit vectors

the magnitude of the complex number
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Hilbert Space

دانشگاه آزاد 
مرودشت

A Hilbert space consists of a vector space of functions 
with a defined inner product

Hilbert Space of Functions with Discrete Basis Vectorsp

Functions in a set are linearly independent if for complex constants

can only be true when all of the complex constants are zero 

Functions in the set                                           are orthonormal if 

A linearly independent set of functions F is complete if every function f(x) in the space 
can be written as
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت the set complete and

orthonormal

can be chosen as basis functions (or 
basis vectors) to span the function 
space and  basis for a Hilbert space

Then we can write each function to form

where  the components of the vector can be find as follow:

The projection of the function on the ith axis produces the inner product 
between the two complex functions
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Optoelectronic 1

دانشگاه آزاد 
مرودشت

The closure relation ensures completeness of the basis set and vice versa

The bra for functions can be written in terms of an operator as

The Continuous Basis Set of Functions

orthonormality inner product F has an integral expansion

By: Dr. Jabbari
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دانشگاه آزاد 
مرودشت
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Optoelectronic 1
The Sine Basis Set

دانشگاه آزاد 
مرودشت

Hilbert space can be expanded every 2LHilbert space can be expanded every 2L

The expansion coefficients are found byThe expansion coefficients are found by
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The Cosine Basis Set

دانشگاه آزاد 
مرودشت
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آزاد دانشگا

Optoelectronic 1
The Fourier Series Basis Set

دانشگاه آزاد 
مرودشت interval (‐L, L)

orthonormality relation

The wave is required to repeat itself every length L instead of 2L given above.The wave is required to repeat itself every length L instead of 2L given above.

For three dimensions
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The Fourier Transform

دانشگاه آزاد 
مرودشت

inner productinner product

The closure relation
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